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    第一章   基本理论  

 
1.0布尔理论  
 
    布尔理论(Boolean theory), 又称为布尔逻辑, 原本是设计出来作为推理的辅助工具的, 
这里用它对计算进行推理。布尔理论的表达式称为布尔(boolean)表达式, 分为两类: 一类叫
定理(theorem), 另一类叫反定理(antitheorem)。 
 
    布尔表达式可用来表示客观世界命题，定理表示真命题, 反定理表示假命题。这是布尔
理论的原本应用, 是该理论的设计原由, 且给出了大量的术语。布尔理论的另一个十分合适
的应用是数字电路设计, 此时布尔表达式代表了电路，定理代表了输出为高电压的电路, 而
反定理代表了输出为低电压的电路。 
 
    两个最简单的布尔表达式是T和 ⊥。前者是定理, 后者是反定理。当布尔理论用于原本
应用时, 将T读为 “真”, ⊥读成 “假”, 因为前者表示任意一个为真的命题, 后者表示任意一
个为假的命题。当布尔理论用于数字电路设计时, 将T 读成 “高电压”(high voltage), ⊥读成 
“低电压”(low voltage), 或者分别读成 “火线”(power)和 “地线”(ground)。它们有时也被称作 
“布尔值”(boolean value), 或者被称作 “空布尔操作符”(nullary boolean operators), 意指它们
无需操作数。 
 
    单目布尔运算符共有四个, 这里只讨论其中之一, 其符号为¬, 读作 “非”(not)。它是一
个前缀运算符 (置于运算对象之前), 对于形如¬x的表达式称作否定式(negation)。如果将定
理求否就得到反定理; 而将反定理求否就得到定理。可以用下面的真值表(truth table)描述这
一求否过程: 
                   T      ⊥  
               ¬  ⊥      T   
     
 在横线之上, T表示操作数为定理, ⊥表示操作数为反定理; 在横线之下, T表示结果为定
理, ⊥表示结果为反定理。 
 
    双目布尔运算符共有十六个, 出于习惯, 只使用其中的六个。它们都是中缀运算符(置于
两个运算对象之间)。以下是它们的符号和一些读法： 
 
      ∧  与 
       ∨    或 
       ⇒   蕴含, 等于或强于 
       ⇐   由...导出，被...蕴含，弱于或等于  
       =    等于, 当且仅当 
       ≠   不同于, 不等于, 异或, 布尔加  
  
 表达式形如x ∧ y称作合取式(conjunction), 运算对象x和y称作合取因子 (conjunct)。表达
式形如x ∨ y称为析取式(disjunction),其中的运算对象称作析取因子(disjunct)。表达式形如x⇒y
称为蕴含式(implication), 其中x称作前件(antecedent), y称作后件(consequent)。表达式形如
x⇐y也称为蕴含式, 只是x为后件, y为前件。表达式形如x=y称为等式(equation), 其中的运算
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对象分别称作左式(left side), 和右式(right side)。表达式形如x≠y称为不等式(unequation), 其
中的运算对象也分别称作左式和右式。 
 
    下面的真值表显示了不同种类的运算对象在双目运算符操作下的不同结果。横线之上, 
T T表示两个运算对象都是定理; T⊥表示左运算对象是定理, 右运算对象是反定理; 依此类
推。横线之下, T表示结果是定理, ⊥表示结果是反定理。 
 
          T T      T⊥   ⊥T    ⊥⊥ 
     ∧     T      ⊥      ⊥    ⊥ 
     ∨     T       T      T    ⊥ 
     ⇒    T      ⊥      T     T 
     ⇐    T       T      ⊥    T 
     =     T       ⊥      ⊥    T  
     ≠     ⊥       T      T    ⊥   
 
 中缀运算符可能造成一些表达式具有二义性。例如, ⊥∧T ∨T,可被理解为⊥∧T先做合取, 
结果为反定理, 然后再与T做析取,最后结果为定理; 还可以被理解为⊥与析取式T ∨T做合取, 
最后结果为反定理。利用圆括号可以区别表示上述的不同理解: (⊥ ∧ T) ∨T或⊥∧ (T ∨T)。为
了避免过多使用圆括号, 可引入优先级表, 它被列在本书的最后一页上。在这张优先级表中,  
∧优先级为9, ∨ 的优先级为10, 这意味着在缺省括号的情形下, ∧的运算优先于∨ 。因此, 上
例 ⊥ ∧T ∨T的运算结果应是定理。 
 
    运算符 = ⇒ ⇐在优先级表中分别出现了两次, 大的 = ⇒ ⇐优先级为16, 是所有运

算符中优先级最低的, 小的运算符除了优先级不同外, 其它操作性质都与相应的大运算符一
样。在一定的使用限制下, 这些重复的运算符有时可以进一步减少圆括号的使用量, 从而提
高表达式的可读性。提醒一句: 适当使用一些圆括号, 尽管根据优先级这些括号可能是不必
要的, 但可以帮助理解表达式结构。请根据具体情况决定是否使用它们。 
 
    三目运算符共有256个, 这里只介绍一个, 称为条件组合(conditional composition), 写成
if x then y else z。下面是它的真值表: 
 
              TTT  TT⊥  T⊥T T⊥⊥  ⊥TT  ⊥T⊥  ⊥⊥T  ⊥⊥⊥ 
if then else     T     T    ⊥    ⊥     T    ⊥    T     ⊥ 
 
     依此类推, n目运算符共有22

n

个, 但现在已足够了。 
 
     在前面介绍的合取表达式x ∧ y中, x和y为变量(variables), 它们分别可以被任意的布尔
表达式替换, 这样x ∧ y就可以代表所有的合取表达式。例如, 用(⊥ ⇒ ¬ (⊥∨T))代替x, 用
(⊥∨T)代替y, 就得到下面的合取式: 

(⊥ ⇒ ¬ ( ⊥∨T )) ∧ (⊥∨T) 
    用表达式替换变量叫做置换(substitution), 或者叫做实例化(instantiation)。由于变量可以
被置换, 所以表达式中允许使用变量, 但应注意以下两点： 
!  在用表达式置换变量时, 为了不改变运算符执行的优先次序, 有时需将表达式用括号括

起来。例如，在前述的置换例子中, 用蕴含式⊥ ⇒ ¬ ( ⊥∨T )代替x, 但由于合取运算优



 5 

先于蕴含, 所以必须在该蕴含式外加上括号。类似地在用析取式 ⊥∨T代替y时也应加上
括号。 

!  当同一个变量在一个表达式中出现两次或两次以上时, 必须使用相同的表达式去置换
该变量的每一次出现。例如, 表达式x ∧ x 可以被置换成T ∧T, 但不能置换成T ∧ ⊥。但
对于不同的变量可以用相同的或不相同的表达式来置换, 例如, x ∧ y可以被置换成T ∧T
或T ∧ ⊥。 

 
    在介绍其他理论时, 将引入一些利用该理论中的表达式而构成的新布尔表达式, 并且将
它们进行归类。例如, 当介绍数论(Number Theory)时, 需要引入自然数表达式1+1和2, 从而
引入布尔表达式1+1=2, 这个布尔表达式归类为定理。不能将一个布尔表达式既归类成定理
又归类成反定理, 因为客观世界中的命题在同一含义下不能够既是真又是假; 一个电路的输
出不能既是高电压又是低电压。如果不小心将一个布尔表达式同时归类成这两个结果, 就犯
了一个严重的错误。但是允许一个布尔表达式无类别(unclassified)。例如, 1/0=5, 它既不是定
理又不是反定理。一个无类别的表达式可以对应于这样一个命题, 即不知道或者不关心它是
真或是假, 或对应于这样一个电路, 它的输出无法预测。如果一个理论中不存在既是定理又
是反定理的布尔表达式, 则称该理论是一致的(consistent); 反之, 若存在既是定理又是反定
理的布尔表达式, 则称为不一致的 (inconsistent)。如果一个理论中每个完全实例化的布尔表
达式或者是定理或者是反定理, 那么称该理论是完备的 (complete); 反之, 若存在一些完全
实例化的布尔表达式既不是定理又不是反定理, 则称该理论是不完备的(incomplete)。 
 
1.0.0公理和证明规则  
 
     提出一个理论，必须指出它的表达式是什么，它的定理与反定理是什么。要证明一个
布尔表达式是定理或是反定理, 必须遵循下面五条规则, 下面对它们进行叙述, 然后再讨
论。 
公理(Axiom)规则: 如果一个布尔表达式是公理, 那么它是定理; 如果一个布尔表达式是反

公理(antiaxiom), 那么它是反定理。 
求值(Evaluation)规则: 如果一个布尔表达式的所有布尔子表达式都已归类, 那么该布尔表达

式可根据其真值表进行归类。 
完备性(Completion)规则: 如果一个布尔表达式含有无类别的布尔子表达式, 并且对无类别

的布尔子表达式的所有归类方法都将该布尔表达式归成同一类, 那么该
布尔表达式就属于该类。 

一致性(Consistency)规则: 如果一个已归类的布尔表达式含有若干布尔子表达式, 并且至多
只有一种对布尔子表达式的归类方法是一致的, 那么它们就按这种方法
归类。 

实例化(Instance)规则: 如果一个布尔表达式是已归类的, 那么它的所有实例化值(instance)都
为那一类。 

 
    一个声明为定理的布尔表达式称为公理 (axiom), 类似地, 一个声明为反定理(antiaxiom)
的布尔表达式称为反公理。在布尔理论中只有一个公理T和一个反公理 ⊥。因此根据公理规
则, T是定理, ⊥是反定理。当提出更多理论时，需要给出它们的公理和反公理。它们与其它
的证明规则一起，就可以决定新理论中的新的定理和反定理。 
 
    在形式逻辑发明之前, “公理”一词用来表示那些显然为真的命题。在现代数学中, 公理
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是设计和阐述理论的一部分。不同的公理可以形成不同的理论, 而不同的理论可以具有不同
的应用。在设计理论时, 可以任意选用一些公理, 不过不好的选择可能导致无用的理论。 
 
    在双目运算符真值表中, 第一个表项不是要说明T ∧T = T, 而是要说明两个定理的合取
是定理。要证明T ∧T = T是定理, 需要的是: 布尔公理 (证明T是定理), 真值表的第一个表项
(证明T ∧T是定理)以及运算符=所在行的第一个表项(证明T ∧T = T是定理)。 
 

布尔表达式 
T ∨ x 

含有一个无类别的布尔子表达式, 所以不能使用求值规则导出它属于哪一类。如果x是定理, 
根据求值规则可导出整个表达式是定理; 如果x是反定理, 根据求值规则导出整个表达式仍
是定理。于是, 利用完备性规则, 可得出整个表达式实际上是定理。利用完备性规则也可以
得出： 

x ∨ ¬x 
是定理。那么在数论中,  

1/0=5 ∨ ¬1/0=5  
就是定理。在利用完备性规则时, 也不必确信某个子表达式是无类别的, 只要忽略它的类别, 
假设它是无类别的, 就可以利用完备性规则得到仍然是正确的结论。 
 
    在一个已归类的布尔表达式中, 如果将其布尔子表达式假定为某一类别, 得出的布尔表
达式结果与原来的归类不一致, 利用一致性规则, 就可认为该布尔子表达式属于与原来假定
相反的那类。例如, 假定已知表达式expression 0 是定理, 并且expression 0 ⇒ expression l也
是定理, 那么能否确定expression l属于哪一类别? 如果expression l是反定理, 利用求值规则, 
expression 0⇒ expression l 将是反定理, 这就出现了不一致的结果。因此, 根据一致性规则, 
expression l应为定理。一致性规则的这种应用传统上称为 “分离定律”(detachment)或 “假言
推理”(modus ponens)。另一个例子, 如果¬expression 是定理, 利用一致性规则, 可以得出
expression是反定理。 
 
    由于有否定运算符和一致性规则，于是可以不必讨论反公理和反定理 , 可以不说
expression是反定理, 而说 ¬expression是定理。这里应提醒一句: 如果一个理论是不完备的， 
那么有可能expression和 ¬expression都不是定理, 因此,  “反定理”是不同于 “不是定理”的。
这里选用定理而不选用反定理进行讨论, 可以简化一些说法。有时提及布尔表达式, 例如
1+1=2, 如果无任何说明, 就意味着它是定理。如果想证明什么, 就意味着将证明它是定理。 
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------公理和证明规则结束 
    利用两个公理(T和 ⊥) 和五个证明规则, 现在就可以证明定理了。有一些定理是非常有
用的, 给它们起了名, 便于记忆, 或至少放在速查表里。这样的定理称之为定律(law)。布尔
理论的一些定律列在本书的后部。定律中都没有使用⇐, 这是因为任何使用⇒的定律都可以

很容易改变成用⇐的形式而含义不变。所有定律都可以用完备性规则证明, 这可通过穷举变
量所有可能的值, 并分别计算它们来实现。不过当变量数目大于2时, 这种证明方法是相当低
效的, 较好的方法是利用已证明过的旧定律来证明新定律, 在下一节里将看到如何证明。 
 
1.0.1表达式和证明格式  
 
    利用本书最后一页的优先级表, 可以分析一个不含括号的表达式的含义。为了方便阅
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读，可在依据优先级表而省略的括号处留出一些空格。考虑下面表达式的两种留空方法: 
a∧b  ∨  c 
a  ∧  b∨c 

根据优先规则, 缺省的括号应在a∧b两边, 所以第一种留空方法是有效的, 而第二种则会产
生误导。 
 
    表达式如果太长, 一行写不下, 可以分成若干部分。有几种合理做法, 这里是一种建议: 
被括起的长表达式可在它的主运算符处一分为二, 将主运算符另起一行, 置于左括号之下。
例如 

(  first part 
     ∨  second part  ) 

 缺省了括号的长表达式, 可在主运算符处一分为二, 将主运算符另起一行置于被缺省的
左括号之下。例如, 

     first part 
     =  second part 

选用适当的书写格式可使我们更容易地理解复杂表达式。 
 
    证明(proof)是一个布尔表达式，它很清楚地是一个定理。证明可以写成伴随短提示的连
续等式的格式: 
          expression 0      短提示0 
      =   expression 1      短提示1 
      =   expression 2      短提示2 
      =   expression 3      短提示3 
 以上连续的等式是以下这个较长的布尔表达式的简写法。 
        expression 0 = expression 1 
    ∧   expression 1 = expression 2 
    ∧   expression 2 = expression 3 
 右边的短提示当需要的时候使用，可以帮助理解为什么该连续等式是定理。最好的短提

示是定律的名字。“短提示0”用以解释为什么expression 0 = expression 1是定理;  “短提示1”
解释为什么expression 1 = expression 2是定理, 依次类推。根据=的传递性，上述等式证明了
expression 0 = expression 3是定理。 
 
    例如，假定只使用本书后面定律列表中的前面部分证明移动定律(laws of portation)的第
一条 

a ∧ b ⇒ c = a ⇒ (b ⇒ c) 
    以下是证明过程： 
      a ∧ b ⇒ c        实质蕴含(Material Implication) 
    = ¬(a ∧ b) ∨ c      对偶定律(Duality) 
    = ¬a ∨ ¬b ∨ c      实质蕴含 
    = a ⇒ ¬b ∨ c       实质蕴含 
    = a ⇒ (b ⇒ c) 
 
 证明的第一行使用了实质蕴含, 它是包含定律的第一条, 表明: 若把蕴含式的前件求反
就可转换成析取式。利用这个转换, 就得到证明中的第二行；接着利用对偶性定律(Duality)
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的第一条, 将¬(a ∧ b)用¬a ∨ ¬b代替就得到第三行; 在第三行中没有括号, 因此可利用析取
的结合律, 准备下一步运用。下一个提示又是 “实质蕴含”, 这里作了一个反向应用, 将第一
个析取用蕴含式代替； 接着再利用 “实质蕴含”, 将余下的析取用蕴含式代替。这样通过=
的传递性, 证明了移动定律的第一条。 
 
    下面是相同的证明, 但使用了另外一种证明格式 
     (a ∧ b ⇒ c = a ⇒ (b ⇒ c))         实质蕴含,使用三次 
   = (¬(a ∧ b) ∨ c = ¬a ∨ (¬b ∨ c))      对偶定律 
   = (¬a ∨ ¬b ∨ c = ¬a ∨ ¬b ∨ c)       = 的自反性 
   = T 
 最后一行是定理, 因此其它每一行也都是定理, 因此第一行也就是定理。这种证明格式
比上一种有以下优点：首先，它将证明等同于到T的简化；其次，任何第一种格式的证明可
以写成第二种格式的证明，但反之不成立。例如证明： 

ababa =!=" )(                       =的结合律 
= ))(( ababa =!="                      包含定律 

= T 
就无法转换成其他形式。最后，简化成T的第二种证明格式还可用于非等式，该布尔表达式
可包含任何运算符，包括! !和¬。 
 
    有时从上一行到下一行的推导不用提示已很清楚, 这时可不必给出提示。提示是可选
项，应根据需要决定是否给出。有时提示太长了, 在一行的余空里写不下, 这时可将提示分
行写。例如有证明 
      expression 0        短提示 
  =  expression 1 
接着是一个很长的提示, 就可以这样写, 能写多少行就写多少行, 然后再跟上 
    =  expression 2 
不能因为一行的余空限制了应该有的提示内容。 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------表达式和证明格式结束 

 
1.0.2单调性和反单调性  
    如前面所看到的，证明可以是连续等式的形式。证明也可以是连续蕴含式, 或者是连续
的蕴含式和等式的混合。例如要证明 Conflation定律的第一条规则： 

(a ⇒ b) ∧ (c ⇒ d) ⇒ a ∧ c ⇒ b ∧ d 
从右边开始，证明如下： 
     a ∧ c ⇒ b ∧ d                              将⇒分布作用到第二个∧上 
 =   (a ∧ c ⇒ b) ∧ (a ∧ c ⇒ d)                    反分布作用二次 
 =   ((a ⇒ b) ∨ (c ⇒ b)) ∧ ((a ⇒ d) ∨ (c ⇒ d))       将∧分布作用于∨两次 
 =   (a ⇒ b) ∧ (a ⇒ d) ∨ (a ⇒b) ∧ (c⇒ d) ∨ (c ⇒ b) ∧ (a ⇒ d) ∨ (c ⇒ b) ∧ (c⇒ d)  
                                               普遍化(generalization) 
 ⇐  (a ⇒ b) ∧ (c ⇒ d) 

由= 和 ⇐的相互可传递性, 就证明了 
a ∧ c ⇒ b ∧ d ⇐ (a ⇒ b) ∧ (c ⇒ d) 

重写一下该式, 很容易就得到了所要的定理。 
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蕴含运算符是自反的 aa! 、反对称的 )()( abba !"! = )( ba = 和传递的

)()()( cacbba !!!"! 。因此它是一个序（正如 !是数的一个序）。将 ba! 读

作“a蕴含b”，或为了强调序，读作“a强于（stronger）或等于b”。“强于”和“弱于”(weaker)
的说法起源于哲学。可以忽略它们的其他含义而只关注其布尔序的含义，那么!强于T。为
了避免哲学讨论，更好的说法是“假于”而不是“强于”，是“真于”而不是“弱于”，但

这里还是采用标准的术语。 
 
单调性定律 ba!  !   bcac !"! 可以读作：若 a削弱为 b，则 ac ! 削弱为

bc ! 。（更小心的说法是“削弱或相等”）。如果削弱 a，则 ac ! 也被削弱，换句话说，

如果增强b，则 bc ! 也被增强。对合取因子发生的（削弱或增强），也对合取式发生。则

称合取式对其合取因子是单调的(monotonic)。 
 
反单调定律 ba!  !  )()( cacb !!! 说明对前件发生（削弱或增强），对整个

蕴含式正好相反。因此称蕴含式对其前件是反单调的(antimonotonic)。 
 
下面是布尔表达式的单调性和反单调性性质： 

    a¬       对 a是反单调的 
    ba !     对 a和b是单调的 
    ba !     对 a和b是单调的 
    ba!    对 a是反单调的，对b是单调的 
    ba!    对 a是单调的，对b是反单调的 
    if a then b else c    对b和 c是单调的 
 

这些性质在证明时是很有用的。例如，练习2(k)，证明 ))(( baa !¬"¬ ，可以使用普

遍化定律 baa !" 将 ba ! 增强为 a。这样就削弱了 )( ba !¬ ，削弱了 )( baa !¬" ，增

强了 ))(( baa !¬"¬ 。 
    ))(( baa !¬"¬                      使用普遍化定律 

    !  )( aa Â!Â                           使用非矛盾定律 

    =    T 
因此证明了 !"¬#¬ ))(( baa  T，根据同一律，这就等同于证明 ))(( baa !Â"Â 。换句

话说， ))(( baa !¬"¬ 弱于或等于 T，而因为没有什么能比T弱，因此它必等于T。因此当

以T为目标时，证明的左边可以是=和!的混合。 
 
类似地，也可以以!为目标，那么证明的左边可以是=和!的混合。例如： 
        )( baa !¬"                         使用普遍化定律 

    aa ¬!"                               使用非矛盾定律 
    =   !  
这称为“反证法” (proof by contradition)。它证明了 !"#¬$ )( baa ，这等同于证明

))(( baa !¬"¬ 。任何反证都能转变为以T为目标的简化证明，只要将每一行加上¬。 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------单调性与反单调性结束 

 
1.0. 3上下文  
    证明或证明的一部分可以利用局部假设。例如, 证明可有如下格式: 
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        assumption  
    ⇒ (  expression 0 
      =  expression 1 
      =  expression 2 
      =  expression 3） 
其中expression 0 = expression 1 可以利用假设assumption, 把它当成公理来使用。接着就可证
明下一步expression1 = expression2, 等等。在括号里我们完成了证明, 而这个证明可以是任
意一种其它证明, 甚至还可以包括更深一层的局部假定。因此, 可以在证明中嵌套证明, 以
适当的缩进方式书写。如果子证明是求证expression0 = expression3, 那么整个证明就是求证  

assumption ⇒ (expression0 = expression3) 
如果子证明是求证expression0 那么整个证明是求证 

assumption ⇒ expression0  
如果子证明是求证⊥, 那么整个证明是求证 

assumption ⇒ ⊥ 
它等价于¬assumption, 就是前面提到的 “反证法”。 
 
    类似地，还可以用if then else结构作为证明或证明的一部分。其使用格式如下： 
 if possibility 
   then (第一个子证明  
        假设possibility是一个局部公理) 
   else (第二个子证明, 
        假设¬ possibility是一个局部公理) 
如果第一个子证明求证了something, 而第二个子证明求证了something else, 那么整个证明就
求证了 

if possibility  then something  else something else 
如果两个子证明求证了相同的结论, 那么根据 “情况幂等定律”(Case Idempotent Law), 就完
成了整个证明, 这是此结构最常用的方法。 
 

考虑证明中的一步： 
   1exp0exp ressionression !  
=  2exp0exp ressionression !  

当将 1exp ression 转换到 2exp ression 时，可以将 0exp ression 作为这一步的局部公理。若

0exp ression 的确是定理，那么这个假设是无害的。反之，若 0expression 是反定理，那么
不 管 1exp ression 和 2exp ression 是 什 么 ， 1exp0exp ressionression ! 和

2exp0exp ressionression ! 都是反定理，因此仍然可以这样假设。对称地，当证明 
        1exp0exp ressionression !  

=  1exp2exp ressionression !  
时，也可假设 1expression 是局部公理。然而，当证明 
        1exp0exp ressionression !  

=  3exp2exp ressionression !  
时，不能假设 0exp ression 来证明 3exp1exp ressionression = ，同时假设 1exp ression来
证明 2exp0exp ressionression = 。例如，从 aa ! 开始，可以假设第一个 a，将第二个 a转

换成T， 
     aa !                    假设第一个 a简化第二个 a  
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    =   !a  T 
或者假设第二个 a，将第一个 a转换成T， 

     aa !                    假设第二个 a简化第一个 a  
    =   T a!  
但不能同时假设两个 
        aa !                         这一步是错误的 
    =  T!  T 
在这一段中，等号相当于任一方向的蕴含。 
 

下面是证明中的上下文（context）规则： 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 0exp ression 时，可以假定 1exp ression ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 1exp ression 时，可以假定 0exp ression ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 0exp ression 时，可以假定 1exp ressionÂ ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 1exp ression 时，可以假定 0exp ression¬ ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 0exp ression 时，可以假定 1exp ression¬ ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 1exp ression 时，可以假定 0exp ression ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 0exp ression 时，可以假定 1exp ression ； 
在 1exp0exp ressionression ! 中，当转换 1exp ression 时，可以假定 0expression¬ ； 
在if 0exp ression  then 1exp ression else 2exp ression 中,当转换 1exp ression 时，可以

假定 0exp ression ； 
在if 0exp ression then 1exp ression else 2exp ression 中，当转换 2exp ression 时，可

以假定 0exp ression¬ 。 

 
在上一小节中证明了练习2(k)： ))(( baa !¬"¬ 。这里使用上下文规则重新证明： 

))(( baa !¬"¬                          假定 a，简化 )( ba !¬  
= (( ¬!¬ a  T ))b!                        对称定律和!的基定律 
= ¬!¬ a(  T）                            ¬的真值表 
=  )( !"¬ a                                !的基定律 

=  !¬                                    布尔公理，或¬的真值表 
=  T 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------上下文结束 
 
1.0.4形式化  
 
     用计算机来求解问题, 可以提供服务或者仅仅为了玩乐。 起初通常是以非形式化的方
法描述所期望的计算机行为, 如用自然语言(如英语), 或许带上若干图示, 或许带上一些手
势, 而不是用形式化的方法, 如使用数学公式(记号)。但是到了最后, 计算机的行为还是要用
形式化方法描述成程序。所以，程序员必须能够将非形式化的描述翻译成形式化的描述。 
 
    用自然语言描述的命题，其含义可能是含糊的、模棱两可的或者难以捉摸的, 而且要依
赖于大量的文化背景。这使得形式化变得困难, 但也成为必要。这里不可能从通用的角度来
介绍形式化方法, 因为它需要对自然语言有一个精确而全面的了解, 而这本身是个一直在讨
论的课题。本小节指出在将自然语言翻译成布尔表达式时易犯的一些错误。 
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    最佳的翻译方法并不是单词与符号的一对一置换, 同样一个单词在不同的地方可以被
翻译成不同的符号；相反地，不同的单词也可能被翻译成相同的符号, 例如单词 “and”, “also”, 
“but”,  “yet”, “however”以及 “moreover”都可能译成∧。而若仅表示将若干东西彼此并列有

时也可译成∧。例如， “They're red, ripe, and juicy, but not sweet”可翻译成red ∧ ripe ∧ juicy ∧ 
¬sweet。 
 
    英语中的 “or”有时译成∨, 而有时也译成 ≠。例如句子 “They are either small or rotten .”
就包含了它们既  “small” 又已“rotten”这种可能性 , 所以应译成  small∨rotten; 但句子 
“Either we eat them or we preserve them . ”则表示不可能两者都做, 因此最好译成 eat≠
preserve。 
 
 另外, 英语中的“if ”有时译成⇒, 而有时也译成 =, 例如，句子 “If it rains, we’ll stay 
home.” 并不排除即使不下雨也呆在家里的可能性, 因而应译成 rain⇒home； 但句子“If it 
snows, we can go skiing.” 则同时表示“and if it doesn’t, we can’t”，因此最好译成 snow=ski。 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------形式化结束 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------布尔理论结束 
 
1.1数论  
 
    数论(number theory), 又称算术, 用于表示数量。在本书介绍的数论中, 数表达式由下列
方法构成： 
    由一个或多个十进制数字组成的一个序列 
    ∞                 “无穷大” 
    +x                “加x” 
    −x                “减x” 
    x+y               “x加y” 
    x−y               “x减y” 
    x×y               “x乘以y” 
    x / y               “x除以y” 
    xy                “x的y次幂” 
    if a then x else y 
其中x,y是任意数表达式, a是任意布尔表达式。无穷大数表达式∞在讨论程序的执行时间时是

必不可少的。这里也引入几种构造布尔表达式的新方法： 
    x < y             “x小于y” 
    x ≤ y             “x小于或等于y” 
    x > y             “x大于y” 
    x ≥ y             “x大于或等于y” 
    x = y             “x等于y”, “x与y相等” 
    x ≠ y             “x不同于y”, “x不等于y” 
数论的公理列在本书最后, 列表很长, 但其中大多数公理应该很熟悉, 特别注意以下两公
理： 
    −∞ ≤ x ≤ ∞                     极值(extremes) 
    !=+!"<!# xx           吸收律(absorption) 



 13 

 
    数论是不完备的, 例如, 布尔表达式 1/0=5 和0<(−1)1/2既不能证明是定理又不能证明是

反定理。 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------数论结束 
     
1.2字符理论  
 
    最简单的字符(character)表达式写成前引号后跟一个图形。例如`A是 “大写A”字符,  `1
是 “1”字符, ` 是“空格”字符, `` 是“前引号”字符。字符理论很简单, 其运算符有succ(后继), 
pred(前趋), 以及= ≠ < ≤ > ≥  if then else。该理论的详细内容留待有兴趣的读者自已学习。 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------字符理论结束 
     

这里所有的理论都使用了操作符 = ,≠, if then else, 因此本书最后列出的有关它们的定
律都归于 “通用符号”(Generic)一类, 表示它们在每个理论中都适用。这些定律不必作为布尔
理论的公理, 例如, x=x可以利用完备性规则和求值规则证明得到, 但是在数论和其它理论中, 
它们必须作为公理, 否则连5=5都无法证明。 
 
    运算符< , ≤, > , ≥ 可以用于某些类型的表达式, 而不是所有。每当可以运用它们时, 其
相应列于书后 “通用符号”栏下的定律就都可以运用。  
----------------------------------------------------------------------- ---------------------------------------------------------------------------基本理论结束 

 
本章中介绍了布尔表达式、数表达式以及字符表达式。在余下章节中，还要介绍束(bunch)

表达式、集合(set)表达式、串(string)表达式、表(list)表达式,、函数(function)表达式、谓词
(predicate)表达式、关系(relation)表达式、规范(specification)表达式，以及程序(program)表达
式等许多。为简洁起见, 以后各章在提及上述表达式时均省略“表达式”一词, 而只说布尔、
数、字符、束、集合、串、表、函数、谓词、关系、规范和程序。如果觉得这样会使自已混

淆的话, 就请脑子里在需要的地方加上“表达式”一词。 


